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Definition 1 FEine Funktion F' : R — R heifit absolut stetig, falls fir jedes
€ >0, jedes n € N und jede Wahl a; < by < as <by <---<a, <b, gilt

n

> bk —ap) < 6= |F(bp) — Fla)| <e.

k=1 k=1

Satz 1 Jede absolut stetige Funktion I ist fast tiberall differenzierbar. Es sei I
die Menge aller Punkte, wo F differenzierbar ist und

) F'(x), xzel
p(l’)—{o’ e

Dann ist p auf jedem Intervall [a,b] integrierbar und es gilt

F(b) — F(a) = / Liap)(z)p(x)dz, a <b.

Aufgabe 1 (4 Punkte)
Es sei € P(R) und F),(t) := p((—o0,t]) die Verteilungsfunktion von pu. Zeigen
Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind

(a) p hat eine Dichte.
(b) F), ist absolut stetig.

Hinweis: (a) = (b): Zeigen Sie, dass fiir jede integrierbare Funktion ¢ > 0 gilt:

Ve>0, 36>0: m(A)<(5:>/q(x)dx§€.
A

Folgern Sie daraus die Behauptung.

(b) = (a): Benutzen Sie obigen Satz um einen Kandidaten fiir die Dichte zu
bekommen. Zeigen Sie zunéchst, dass diese Funktion nicht-negativ ist. Durch
geeigneten Grenziibergang ldsst sich dann die Behauptung zeigen.
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Aufgabe 2 (4 Punkte)
Sei (X, )nen eine Folge unabhingiger, identisch verteilter Zufallsvariablen mit
uniformer Verteilung auf [0, 1]. Zeigen Sie, dass

3=

Y, = (X;--- X))
fast sicher konvergiert und bestimmen Sie den Grenzwert.

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Sei (X, )nen eine Folge unabhéngiger Zufallsvariablen mit

P(X,=2")=2" PX,=0)=1-2"

n
Zeigen Sie, dass Y, = % > X}, fast sicher konvergiert und bestimmen Sie den
=1

Grenzwert.

Aufgabe 4 (4 Punkte)
Sei (X, )nen eine Folge unabhéngiger, identisch verteilter Zufallsvariablen. Es gebe
eine weitere Zufallsvariable Y mit

1 n
—E Xy —Y, n— o0
n

k=1

fast sicher. Zeigen Sie, dass X; € £1(Q) und Y = E(X}).
Hinweis: Zeigen Sie zunéchst % — 0 fast sicher und folgern Sie daraus

D P(IX,| = n) < oo.
n=1

Zeigen Sie
E(|X1)) <14 ) P(X)] > n)
n=1

und schliessen Sie daraus die Behauptung.



