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Definition 1 Eine Funktion F : R −→ R heißt absolut stetig, falls für jedes
ε > 0, jedes n ∈ N und jede Wahl a1 < b1 < a2 < b2 < · · · < an < bn gilt

n∑
k=1

(bk − ak) < δ =⇒
n∑
k=1

|F (bk)− F (ak)| < ε.

Satz 1 Jede absolut stetige Funktion F ist fast überall differenzierbar. Es sei I
die Menge aller Punkte, wo F differenzierbar ist und

p(x) =

{
F ′(x), x ∈ I
0, x 6∈ I

.

Dann ist p auf jedem Intervall [a, b] integrierbar und es gilt

F (b)− F (a) =

∫
R

1[a,b](x)p(x)dx, a < b.

Aufgabe 1 (4 Punkte)
Es sei µ ∈ P(R) und Fµ(t) := µ((−∞, t]) die Verteilungsfunktion von µ. Zeigen
Sie, dass die folgenden Aussagen äquivalent sind

(a) µ hat eine Dichte.

(b) Fµ ist absolut stetig.

Hinweis: (a) =⇒ (b): Zeigen Sie, dass für jede integrierbare Funktion q ≥ 0 gilt:

∀ε > 0, ∃δ > 0 : m(A) < δ =⇒
∫
A

q(x)dx ≤ ε.

Folgern Sie daraus die Behauptung.
(b) =⇒ (a): Benutzen Sie obigen Satz um einen Kandidaten für die Dichte zu
bekommen. Zeigen Sie zunächst, dass diese Funktion nicht-negativ ist. Durch
geeigneten Grenzübergang lässt sich dann die Behauptung zeigen.
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Aufgabe 2 (4 Punkte)
Sei (Xn)n∈N eine Folge unabhängiger, identisch verteilter Zufallsvariablen mit
uniformer Verteilung auf [0, 1]. Zeigen Sie, dass

Yn := (X1 · · ·Xn)
1
n

fast sicher konvergiert und bestimmen Sie den Grenzwert.

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Sei (Xn)n∈N eine Folge unabhängiger Zufallsvariablen mit

P(Xn = 2n) = 2−n, P(Xn = 0) = 1− 2−n.

Zeigen Sie, dass Yn := 1
n

n∑
k=1

Xk fast sicher konvergiert und bestimmen Sie den

Grenzwert.

Aufgabe 4 (4 Punkte)
Sei (Xn)n∈N eine Folge unabhängiger, identisch verteilter Zufallsvariablen. Es gebe
eine weitere Zufallsvariable Y mit

1

n

n∑
k=1

Xk −→ Y, n→∞

fast sicher. Zeigen Sie, dass X1 ∈ L1(Ω) und Y = E(X1).
Hinweis: Zeigen Sie zunächst Xn

n
−→ 0 fast sicher und folgern Sie daraus

∞∑
n=1

P(|Xn| ≥ n) <∞.

Zeigen Sie

E(|X1|) ≤ 1 +
∞∑
n=1

P(|X1| ≥ n)

und schliessen Sie daraus die Behauptung.
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